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V okviru te zaključne naloge je obravnavano numerično modeliranje toplotnih problemov 
po metodi končnih elementov. Najprej so predstavljene potrebne enačbe in postopki za 
numerično modeliranje toplotnih problemov v splošnem. V nadaljevanju je prikazana 
analiza preprostega problema ustaljenega prevoda toplote na hladilnem rebru po korakih. 
Sledi primerjava rezultatov lastnega programa z rezultati pridobljenimi z uporabo 
komercialne programske opreme Abaqus. V drugem delu zaključne naloge je metoda 
končnih elementov uporabljena za toplotno analizo dodajanja materiala s pretaljevanjem. 
Prikazane in ovrednotene sta dve metodi numeričnega modeliranja dodajanja materiala v 
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This final work discusses numerical modelling of the thermal problems using the finite 
element method. At the beginning, the needed equations and methods for the numerical 
modelling of the thermal problems in general are explained. In addition, we presented the 
analysis of the stationary heat transfer problem in steps. This is followed by the 
comparison of the results of our own computer code with the results, which we got from 
the use of the Abaqus computer code. In the second part of the final work we used the 
finite element method for the heat analysis of adding the material with melting. We 
presented and evaluated two methods of numerical modelling of adding the material in the 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
c J/(kg K) specifična toplota 
h W/(m2 K) koeficient toplotne prestopnosti 
k W/(m K) koeficient toplotne prevodnosti 
q W/m2 toplotni tok 
qV W/m
3 prostorsko porazdeljeno polje toplotnih izvorov 
Q J prenesena toplota 
T K ali ˚C temperatura 
t s čas 
   
  kg/m3 specifična gostota 
   
Indeksi   
   
j  jeklo  
s stena  
V volumski  





Seznam uporabljenih okrajšav 
Okrajšava Pomen 
  
KE končni element 
MKE metoda končnih elementov 







1.1 Ozadje problema 
Reševanje parcialnih diferencialnih enačb v inženirski praksi temelji na numeričnem 
pristopu, saj je analitična rešitev realnih problemov pogosto nedoločljiva. Metoda končnih 
elementov je ena izmed najpogosteje uporabljenih aproksimativnih numeričnih metod 
reševanja diferencialnih enačb v komercialni programski opremi, kot sta npr. Abaqus in 
Ansys 
 
Numerično modeliranje z uporabo metode končnih elementov je danes v praksi 
nepogrešljivo. Uporablja se za izvajanje predvsem mehanskih in toplotnih analiz. Na ta 
način lahko z minimalnimi stroški in v hitrejšem času analiziramo obdelovalne procese, 
zmanjšamo stroške proizvodnje, izboljšamo mehanske in funkcionalne lastnosti izdelka, 
itd. 
 
Med alternativnimi izdelovalnimi tehnologijami se vedno bolj uveljavljajo razni postopki 
dodajanja materiala. Z razvojem aditivnih tehnologij pa se pojavljajo potrebe po 




Najprej bomo pokazali postopek izračuna volumskega prevoda toplote na enostavnem 
problemu in primerjali rezultate izračunane s programom Abaqus z lastnim programom, 
narejenem v programskem okolju Wolfram Mathematica. 
 
V drugem delu naloge bomo uporabili metodo končnih elementov za analizo odvoda 
toplote pri dodajanju materiala. Numerična analiza takega problema zahteva poseben 
pristop, saj se morajo posamezni končni elementi vklapljati glede na to, ali je bil material 




2 Teoretične osnove 
V tem poglavju so prikazane ključne izpeljave za razumevanje končnih uporabljenih enačb 
v poglavju 3. Izpeljave so povzete po predavanjih izr. prof. dr. N. Moleta pri predmetu 
Računalniška analiza konstrukcij na drugi stopnji magistrskega študijskega programa 
fakultete za strojništvo v Ljubljani [1]. 
 
 
2.1 Vodilna enačba prevoda toplote 
Vodilna enačba prevoda toplote je parcialna diferencialna enačba drugega reda, ki popisuje 
časovno odvisen volumski prevod toplote po homogenem in izotropnem trdnem telesu. 
Temperaturno stanje se spreminja s časom, iz začetnega neuravnovešenega stanja 0t = , do 
ustalitve v termičnem ravnovesju t→ . 
 
 
 Izpeljava vodilne enačbe 
V energijski bilanci (2.1) diferencialnega volumskega elementa: d d  d  dV x y z=  je zajeta 
akumulacija notranje energije dU , volumska generacija toplote d VQ  in toplota, ki je 
prešla preko površin elementarnega delca d AQ  v času dt . Skupna energija sistema se 
vedno ohranja. 
 
d d dA VU Q Q= +          (2.1) 
 
Akumulirana notranja energija dU  se izkazuje v spremembi temperaturnega stanja dT . 
Odvisna je od snovnih lastnosti materiala: specifične gostote   in specifične toplote c , ki 
nam pove koliko toplote moramo dovesti, da segrejemo 1 kg snovi za 1 K. 
 
d d     d   d  dU m c T c T V= =         (2.2) 
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Količina toplote d nQ  (2.3), ki v času dt  preide skozi ploskev z normalo n̂  je odvisna od 
površine ploskve d nA  in toplotnega toka ˆnq , ki je določen z Fourierevim zakonom po 
enačbi (2.4). V enačbi nastopa toplotna prevodnost k , ki je snovna lastnost in uravnava 
hitrost prevoda toplote v snovi. 
 
d  d  dn n nQ q A t=          (2.3) 
 
( )ˆ ˆ ˆgra  d n
T
q k T q k n
n

= − → = −

       (2.4) 
 
Akumulirano toploto v elementu d AQ , ki je posledica prevoda toplote preko vseh ploskev 
elementarnega elementa, zapišemo kot vsoto prevoda v treh koordinatnih oseh – enačba 
(2.6). Pri čemer prispevek posamezne smeri zapišemo z energijsko bilanco (2.5). Količina 












i i i i i i
i i
i i
d d d d d d d
d d d  d , , ,
x x x x x x
x
Q Q Q Q Q Q
T
Q k V t x x y z
x x
− + − − −
−
 = + = − + =
 
  
= − = = 
  
     (2.5) 
 
d d d d d  dA x y z
T T T
Q Q Q Q k k k V t
x x y y z z
          
= + + = + +     
          
  (2.6) 
 
Na temperaturno stanje elementarnega delca lahko vpliva tudi morebitna volumska 
generacija toplote v njem d VQ  v skladu z enačbo (2.7). Pri čemer je vq  prostorsko 
porazdeljeno polje toplotnih izvorov (izvor + , ponor − ), ki nam pove koliko toplote 
dovedemo v 1 m3 snovi v 1 s. Generacija toplote v telesu je lahko posledica kemijskih 
reakcij, notranjega trenja itd. 
 
v vd  d  dQ q V t=          (2.7) 
 
Tako iz energijske bilance (2.1) po preureditvi sledi vodilna enačba časovno odvisnega 
prevoda toplote v trdninah (2.8). 
 
  V
T T T T
k k k q c
x x y y z z t

          
+ + + =    
          
     (2.8) 
 




k k k q
x x y y z z
         
+ + + =    
         
     (2.9) 
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 Spremenljivke toplotnih problemov 
Primarna spremenljivka v primeru prevoda toplote je temperatura T , ki je skalarna 
veličina. To pomeni da nima usmeritve, ampak zgolj velikost. Temperaturno polje po 
območju KE lahko interpoliramo z uporabo interpolacijskih funkcij (glej poglavje 2.3.2). V 
splošnem je temperatura funkcija prostora in časa. 
 
( ), , ,T T x y z t=          (2.10) 
 
Sekundarna spremenljivka je toplotni tok q , ki pove koliko toplote prehaja skozi enoto 
površine v časovni enoti. Toplotni tok je vektorska veličina opredeljena z Fourierevim 
zakonom po enačbi (2.4). Spremenljivki sta glede na robne pogoje vedno konjugirani 
veličini, kar pomeni, da je na robu vrednost ene veličine znana druga pa neznana. 
 
( )ˆ ˆ , , ,q q x y z t=          (2.11) 
 
 
2.2 Šibka oblika integralske formulacije 
Izhodišče za integralsko formulacijo stacionarnega problema je vodilna enačba 
stacionarnega prevoda toplote, določena z enačbo (2.9). Prednost integralske formulacije je 
integralsko izpolnjevanje vodilne diferencialne enačbe po celotnem območju. 
 
Osnovno integralsko enačbo problema dobimo, če vodilno enačbo pomnožimo s poljubno 
funkcijo v  in produkt integriramo po celotnem območju  . Poljubna funkcija v  nam 
omogoča, da dobimo dodatne medsebojno neodvisne enačbe za izračun poljubnega števila 
neznanih vrednosti. Za enolično rešitev potrebujemo enako število enačb in neznank. 
 
  d 0V
T T T
k k k q v
x x y y z z

          
+ + +  =     
          
     (2.12) 
 
Osnovno integralsko enačbo preuredimo tako, da ločimo znane in neznane spremenljivke. 
 
v d  d 0
T T T
k v k v k v q v
x x y y z z
 
          
+ + +  =     
          
     (2.13) 
 
Ob upoštevanju pravila za odvajanje produkta dveh funkcij enačba (2.14), lahko enačbo 
problema zapišemo v dani obliki enačbe (2.15). 
 
i i i i i i
i
i i i i i i
, , ,
T T T v
k v k v k
x x x x x x
T T T v
k v k v k x x z y
x x x x x x
        
= +    
        
        
= − =   
        
    (2.14) 
 






  d V
T v T v T v
k
x x y y z z
T T T
k v k v k v q







      
+ +  = 
      
          
= + + +      
          

 
   (2.15) 
 
Z Greenovim teoremom, enačba (2.16), prevedemo integral po volumnu   v integral po 
površini  , ki volumen   omejuje. Upoštevajoč še Fourierev zakon po enačbi (2.4), 
lahko del integralske oblike pretvorimo v integral vsote toplotnih tokov na površini tj. 
robni pogoj, kot je prikazano v enačbi (2.17). 
 
  ˆdiv   grad( ) d   grad( )  dI v k T vk T n
 
=  =        (2.16) 
 
      d dx y z x x y y z z
T T T






       
 = + +  = − + +               
   (2.17) 
 
Sledi šibka oblika integralske formulacije, enačba (2.18), ki je osnova za metodo končnih 
elementov. 
 
       d d d x x y y z z V
T v T v T v
k q n q n q n q




      
 + +  = − + + +          
    (2.18) 
 
Prednost šibke integralske formulacije, pred osnovno, je znižan diferencialni red operatorja 
nad primarno spremenljivko T  iz drugega v prvi red. Pri tem je diferencialni operator 
prešel na poljubno funkcijo v , ki mora biti vsaj enkrat odvedljiva. 
 
Poleg tega pa šibka integralska formulacija zajema robne pogoje za sekundarno 
spremenljivko q , ti so bodisi znani ali pa neznani, v primeru znane temperature. 
 
 
2.3 Metoda končnih elementov 
Realni inženirski problemi so kontinualni in imajo neskončno prostostnih stopenj. Takšnih 
sistemov ne moremo neposredno reševati, saj bi potrebovali za neskončno neznank tudi 
neskončno enačb. 
 
Metoda končnih elementov aproksimira vrednosti primarne spremenljivke z neznanimi 
vrednostmi v vozliščih končnih elementov. Vozlišča dobimo tako, da obravnavano 
območje razdelimo (zamrežimo oz. diskretiziramo) na več končnih elementov. Posamezno 
oglišče KE predstavlja vozlišče, v katerem iščemo neznano vrednost primarne 
spremenljivke. Tako moramo rešiti toliko enačb KE, kolikor vozlišč smo definirali. 
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 Končni element 
Najpogosteje uporabljena volumska KE sta tetraedrični in heksaedrični. Prednost 
heksaedričnega je predvsem v številu KE, saj volumen enega heksaedra zavzema 12 
tetraedrov. Pomembna razlika je tudi v vrednosti sekundarne spremenljivke, saj se po osem 
vozliščnem heksaedričnem KE spreminja linearno, medtem ko je v štiri vozliščnem 
tetraedričnem KE po volumnu konstantna. 
 
Za potrebe te zaključne naloge je bil uporabljen osem vozliščni volumski heksaedrični KE 
omejen s šestimi štiristraničnimi ploskvami, kot je prikazan na sliki 2.2. 
 
 
2.3.1.1 Interpolacija geometrije KE 
Glede na interpolacijo geometrije KE in primarne spremenljivke po območju KE, ločimo: 
‐ sub-parametrične, 
‐ izo-parametrične in 
‐ super-parametrične KE. 
 
V primeru, ko imamo enako število vozlišč uporabljenih za interpolacijo geometrije in 
primarne spremenljivke govorimo o izo-parametričnih KE. Za super-parametrične 
uporabimo večje število vozlišč za interpolacijo geometrije in obratno za sub-parametrične. 
Vpeljava interpolacije geometrije je smiselna, saj tako geometrija KE lepše sledi robu 




Slika 2.1: Primer mreženja brez (levo) in z (desno) interpolacijo geometrije 2D KE [1] 
 
Koordinate vozlišč posameznega KE definiramo najprej v globalnem Kartezijevem 
koordinatnem sistemu, tako da ti najbolje sledijo ograji problema, kot prikazuje slika 2.1. 
Nato jih za enostavnejše računanje transformiramo v lokalni naravni koordinatni sistem. 
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Slika 2.2: Transformacija geometrije osem vozliščnega volumskega heksaedričnega KE iz 
Kartezijevega koordinatnega sistema (levo) v naravni koordinatni sistem (desno) [1] 
 
Interpolacijo geometrije KE izvedemo z uporabo interpolacijskih funkcij j , kot je 
prikazano z enačbo (2.19). Pri tem je vN  število vozlišč posameznega KE, i,jx  pa 
predstavlja koordinato vozlišča j  v Kartezijevem koordinatnem sistemu. V prostoru 
interpoliramo vsako koordinatno smer posebej: 
 
vN
i i i,j i
j=1
j( , , ) ( , , )  ,  ,   ,x x x y z x x y z x x y z= = =      (2.19) 
 
V primeru izo-parametričnega KE za aproksimacijo primarne spremenljivke (temperaturno 
polje) po KE ob poznanih vozliščnih vrednostih uporabimo enake interpolacijske funkcije, 








ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) T x y z T x y z T x y z T x y z = =      (2.20) 
 
 
2.3.1.2 Številčenje vozlišč 
Vozlišča v naravnem koordinatnem sistemu označimo, kot je prikazano na sliki 2.2, zaradi 
lažjega programiranja realnega problema v nadaljevanju (glej poglavje 3). Program 
Abaqus sicer uporablja nekoliko drugačno številčenje vozlišč, tako da najprej oštevilči 
vozlišča na spodnji ploskvi in nato še na zgornji ploskvi v pozitivni (protiurni) smeri. 
Način številčenja vozlišč ne vpliva na fizikalno vrednost neznanke v vozlišču. 
 
 
 Interpolacijske funkcije   
Z interpolacijskimi funkcijami lahko interpoliramo geometrijo KE in popišemo 
spreminjanje primarne spremenljivke po volumnu KE ob poznanih vozliščnih vrednostih. 
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2.3.2.1 Lastnosti interpolacijskih funkcij 
Oblika polinomskih interpolacijskih funkcij   je odvisna od št. vozlišč uporabljenega 
končnega elementa in od dimenzij koordinatnega sistema. Sestavljene so iz toliko 
monomov, kolikor ima KE vozlišč, ti pa morajo biti med seboj linearno neodvisni. Za 
posamezni KE je potrebno določiti toliko interpolacijskih funkcij, kot ima KE vozlišč. 
 
Interpolacijske funkcije morajo zagotavljati zvezni prehod polja primarne spremenljivke 
preko ograje KE in geometrijsko izotropnost. V vozliščih KE morajo izkazovati lastnosti 
Kronekerjeve delta funkcije ij . To pomeni, da ima funkcija j  le v vozlišču j  vrednost 1, 
v vseh ostalih pa vrednost 0. 
 
( )j j Vi i i i
 j i











      (2.21) 
 
Poleg tega mora biti izpolnjen tudi pogoj, ki omogoča popis konstantne vrednosti primarne 






, , 1x y z =          (2.22) 
 
Povezava med interpolacijskimi funkcijami v Kartezijevem   in naravnem j  
koordinatnem sistemu je podana z enačbo (2.23). Enako velja za poljubno funkcijo v 
nadaljevanju. 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,  , , z , , , z , , , z , , zx y z x x y y x y z x y x y  = =    (2.23) 
 
 
2.3.2.2 Interpolacijske funkcije osem vozliščnega volumskega 
heksaedričnega KE v naravnem koordinatnem sistemu 
Ker iščemo osem interpolacijskih funkcij za osem vozlišč heksaedričnega KE, 
potrebujemo za enolično rešitev tudi osem neodvisnih neznanih konstant ijC  za posamezno 
funkcijo. Pri tem pa je potrebno paziti, da katera od smeri ni prevladujoča. Konstante so 
odvisne izključno od geometrije KE. 
 
( )j 1j 2j 3j 4j 5j
6j 7j 8j
    , , C 1 C C C C
C C C , j=1,2,
  
      .,8 .
x y z x y z x y
y z y z x y z
 = + + + + +
+ + +
    (2.24) 
 
1j 1j1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2j 2j2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2




x y z x y x z y z x y z
x y z x y x z y z x y z




    
    
     =   
     
          
   (2.25) 
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Prikazan je primer izračuna konstant ijC  za j = 1. Pri tem pa upoštevamo oštevilčenje 










C1 1 1 1 1 1 1 1 1
C1 1 1 1 1 1 1 1 0
C1 1 1 1 1 1 1 1 0
C1 1 1 1 1 1 1 1 0
C1 1 1 1 1 1 1 1 0
C1 1 1 1 1 1 1 1 0
C1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0C
− − − −     
    
− − − −     
    − − − −
    
− − − −      =    − − − −     
   − − − − 
   
   


















   
   
−
   
   −
   
−   
 = =   
   
   
    
    
    −  
 (2.26) 
 
Za j=1,..,8  sledi: 
 
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )





, , 1 1 1
8
1
, , 1 1 1
8
1
, , 1 1 1
8
x y z x y z
x y z x y z




= − − −
= − + −
= + − +
       (2.27) 
 
Vse interpolacijske funkcije za osem vozliščni volumski heksaedrični KE lahko zapišemo 
z eno samo enačbo (2.28). Vrednosti tako definiranih interpolacijskih funkcij se po 
posamezni koordinati na površini KE spreminjajo linearno, med tem ko v notranjosti 
predstavlja ukrivljeno ploskev. Spreminjanje vrednosti interpolacijske funkcije po 
volumnu KE je prikazana na sliki 2.3. 
 
( ) ( )( )( )j j j j
1
, , 1 1  1 , j=1,2,.., 8
8
x y z x x y y z z = + + +     (2.28) 
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     ( )4 , ,x y z  
 
 
z = +1 
z = 0 
z  = -1 
 
 
Slika 2.3: Vrednost interpolacijske funkcije 
4  po volumnu KE 
 
 
 Enačba končnega elementa 
Za posamezni KE potrebujemo toliko med seboj neodvisnih enačb, kolikor ima KE 
vozlišč, saj se v posameznem vozlišču nahaja le ena primarna spremenljivka – temperatura 
T . 
 
Potrebno število enačb dobimo iz šibke oblike integralske enačbe problema (2.18) z izbiro 
poljubne funkcije v  po Galerkinovi metodi. Pri čemer za funkcijo v  izberemo 
interpolacijske funkcije j , s katerimi smo interpolirali geometrijo KE in spreminjanje 
primarne spremenljivke po območju KE. 
 
( ) I v, , , I 1,.., Nv x y z= =        (2.29) 
 
Z uporabo interpolacijskih funkcij dobimo toliko enačb (2.30), kolikor imamo vozlišč in 





      
d
d d , I 1,.., Nx x y y z z V
T T T
k
x x y y z z





     
+ +  = 
      
 = − + +  +  = 

 
   (2.30) 
 
Odvoda temperature po koordinatah Kartezijevega koordinatnega sistema ne moremo 
določiti, saj ne poznamo funkcijske odvisnosti temperature T  po volumnu KE. Zato 
nadomestimo funkcijsko odvisnost z aproksimiranim temperaturnim poljem. Temperaturno 
polje interpoliramo z uporabo interpolacijskih funkcij j , kot prikazuje enačba (2.20). 
Tako za neznanke v enačbah dobimo diskretne vrednosti temperature T  v vozliščih. 
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Odvod temperaturnega polja po koordinatah se tako, v skladu z enačbo (2.31), prevede v 







ˆ ( , , )
, , ,
x y zT T





       (2.31) 
 
Upoštevajoč zgornjo zvezo lahko sedaj sistem vN  enačb zapišemo z enačbo (2.32). 
 







d d , I 1,.., N
    
        x x y y z z V
k T T T
x x y y z z






          
+ +  =      
            
 = − + +  +  = 
  
 
  (2.32) 
 
Matrični zapis sistema enačb: 
 
      
V
V
V V VV V V V
k
11 12 1N 1 1 1
21 22 2N 2 2 2
N N NN 1 N 2 N N
 ,q Qk M T q q
M M M T q Q
M M M T q Q
k
T q QM M M
= +
       
       
      
= +      
      
             
    (2.33) 
 
Pri čemer je  T  vektor vozliščnih vrednosti primarne spremenljivke. 
 
Prevodnostna matrika  kM  posameznega KE je podana z enačbo (2.34). Pomnožena je z 
toplotno prevodnostjo k . Matrika je vedno preko diagonale simetrična, saj je medsebojni 
vpliv vozlišč enak. Prvo vozlišče vpliva na drugo enako, kot drugo na prvo. 
 
I j j jI I
Ij jI  dM M
x x y y z z
    

     
= = + +  
      
     (2.34) 
 
Vektor  ekvivalentnih vozliščnih izvorov/ponorov, zaradi prevoda toplote preko roba KE 
 qq , je podan z enačbo (2.35). 
 
II      dx x y y z zq n q n q nq 

 − + +  =         (2.35) 
 
Vektor ekvivalentnih vozliščnih izvorov/ponorov, zaradi volumske generacije toplote po 
celotnem območju KE  Qq , pa z enačbo (2.36). 
 
I I  d VQ q 

=           (2.36) 
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 Robni pogoji in pogoji konsistentnega prehoda 
2.3.4.1 Robni pogoji 
Da je rešitev fizikalno korektna, mora zadostiti robnim pogojem na ograji območja  . 
Robni pogoji so definirani z znanimi velikostmi primarne ali sekundarne spremenljivke na 
ograji. V splošnem so ti lahko podani z: 
‐ znano temperaturo: ( ) ( )0, , , , , ,T x y z t T x y z t = , 
‐ toplotnim tokom znane jakosti: ( ) ( )0, , , , , ,q x y z t q x y z t = , 
‐ konvektivnim toplotnim tokom: ( ) ( )f f, , , , , ,q x y z t h T T x y z t = − −    ali 
‐ sevalnim toplotnim tokom: ( ) ( ), , , , , ,r rq x y z t h T T x y z t = − −   . 
 
Za implementacijo robnih pogojev po MKE glej poglavje 3.2.3. 
 
 
2.3.4.2 Pogoji konsistentnega prehoda 
Na kontaktu med dvema telesoma ali na prehodu med dvema podobmočjema veljajo 
pogoji konsistentnega prehoda primarne in sekundarne veličine: 
‐ ( ) ( )1 2, , , , , ,T x y z t T x y z t=  in 
‐ ( ) ( )1 2 1 1 2 20 grad g  r adq q k T k T+ = → = . 
 
Pogoj konsistentnega prehoda za primarno spremenljivko temperaturo je izpolnjen s tem, 
da imamo v vozliščih na prehodu, ki si jih deli več KE, eno samo spremenljivko. 
 
Vrednosti sekundarne spremenljivke (toplotni tok q) na meji med KE znotraj območja ne 
računamo, saj je ekvivalentni vozliščni izvor oz. ponor toplote na vseh vozliščih skupne 
površine enak nič. Z drugimi besedami, se enako toplote hkrati odvede in dovede skozi 
skupno površino, iz enega KE v drugega. Vzroki za ne izračunavanje so sledeči: 
‐ v realnosti so toplotni izvori/ponori prisotni le na zunanjih površinah, 
‐ v primeru tetraedričnega KE je toplotni tok znotraj posameznega elementa konstanten, 
kar bi na prehodu med elementi rezultiralo v navideznem in fizikalno neobstoječem 
izvoru toplote na prehodu med elementi, 
‐ numerična napaka pri izračunu ekvivalentnega vozliščnega izvora, saj vrednost pri 
numeričnih izračunih ni eksaktno enaka 0, kar rezultira v nerealnem izvoru, 
‐ krajši čas računanja, saj vrednost poznamo. 
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2.4 Prehod iz Kartezijevega v naravni koordinatni 
sistem 
Zaradi uporabe izo-parametričnih KE in transformacije geometrije v lokalni naravni 
koordinatni sistem (glej poglavje 2.3.1.1), moramo tudi enačbo končnega elementa 
transformirati iz Kartezijevih v naravne koordinate. 
 
 
 Jacobijeva matrika 
Matriko parcialnih odvodov Kartezijevih koordinat po naravnih koordinatah imenujemo 


















   
 
     
     
= =     
       
    
      (2.37) 
 
Transformacijo iz Kartezijevih koordinat na naravne koordinate izvedemo z uporabo 
Jacobijeve determinante, glej enačbo (2.42). Z inverzno Jacobijevo matriko pa si 
pomagamo pri pretvorbi parcialnih odvodov interpolacijskih funkcij j  po koordinatah 
Kartezijevega koordinatnega sistema v parcialne odvode interpolacijskih funkcij j  po 
koordinatah naravnega koordinatnega sistema, kot prikazuje enačba (2.47). 
 
Parcialne odvode interpolacijske funkcije j  po koordinatah naravnega koordinatnega 
sistema zapišemo kot parcialne odvode sestavljene funkcije, pri čemer je 
i i ( , , )x x x y z= . 
 
j j j j
i
i i i i
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
,  , ,
x y z x y z x y z x y zx y z
x x y z
x x x y x z x
        
= + + =
      
 (2.38) 
 








x xx x x
x y z
y y y y y
x y z




       
           
       
=            
        
           
     (2.39) 
 










x x xx x x I I I
x y z
I I I
y y y y y y
I I I
x y z




−        
              
          
= =                            















  (2.40) 
 
Zgornjo matematično zvezo bomo uporabili pri prehodu v naravni koordinatni sistem v 
naslednjem poglavju 2.4.2. 
 
 
 Transformacija v naravni koordinatni sistem 
Prehod v naravni koordinatni sistem nam omogoča poenostavljeno numerično integriranje, 
saj je tako Gaussova numerična integracijska formulacija (glej poglavje 2.5.1) enaka za vse 
KE. 
 
Diferencialni del volumna KE d  prevedemo v naravni koordinatni sistem d  z 
mešanim produktom vektorjev odvodov po naravnih koordinatah ( )a b c , kot prikazujejo 
enačbe (2.41) in (2.42). Pri čemer moramo Jacobijevo determinanto J   izračunati za vsak 
KE posebej. 
 
d  , d d   , ;  x y z
r r r





= = = = +
  
+     (2.41) 
 




















=     (2.42) 
 
Zapis diferencialnega dela površine KE d  izraženega z naravnimi koordinatami, 
podobno kot za diferencialni volumen d , izhaja iz zveze (2.45), le da računamo normo 
matrike. 
 












 =  = =       (2.43) 
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V enačbi KE (2.34) je potrebno zamenjati vse interpolacijske funkcije   z 
interpolacijskimi funkcijami v naravnem koordinatnem sistemu   in diferencialne dele 
območja d  in d  z d  in d . 
1 1 1








= = =          (2.44) 
 
Enačbo za vozliščni ekvivalent prevoda toplote Iq  skozi vse površine d  KE prevedemo v 
vsoto ekvivalentov po posameznih površinah KE v naravnih koordinatah. 
 
II I      d j d     x x y y z z x x y y z zq n q n q n q nq n q q n 
 
   − + +  = − + +  =   =     (2.45) 
1 1 1 1
I I
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     d  d  
j j
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x x y y z z x x y y z z
z z
x x y y z z x x y y z z
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q n q n q n q n q n q n
q n q n q n q n q n q n
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   = − + + + − + + +      
   
 
   + − + + + − + +    
 




1 1 1 1
I I
1 1 1 11 1
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yq n q n zq n q n q n y zn q 
+ +
− − =−
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   
   + − + + + − + +      
   
 
   
 
 
V enačbi prevodnostne matrike (2.32) v skladu z matematično zvezo (2.47) zamenjamo vse 
parcialne odvode interpolacijskih funkcij po Kartezijevih koordinatah v odvode naravnih 
interpolacijskih funkcij po naravnih koordinatah, kot prikazuje enačba (2.46). Pri čemer so 
i ix x





I J I J I J
1 1 1
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x x y y z z
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k k k k
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k k k k
k
k k k k
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x xx xy xz
y yx yy yz
z zx zy zz
F x y z I I I
x x y z
F x y z I I I
y x y z
F x y z I I I
z x y z
   
   
   
   
= = + +
   
   
= = + +
   
   
= = + +
   
   (2.47) 
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2.5 Ostale uporabljene numerične metode 
 Gaussova integracijska formulacija 
Abaqus v svojih izračunih numerično integrira s pomočjo Gaussove integracijske formule. 
Ta metoda, za razliko od Newton-Cotesovega pristopa, ne temelji na polinomski 
interpolaciji funkcije in računanju posameznih vrednosti na posameznem podintervalu, 
temveč na vsoti uteženih vrednosti funkcije pri diskretnih vrednostih. 
 
Uteži iw  in položaji integracijskih točk ix  so določeni na osnovi polinomov n-te stopnje. 
Pri čemer je število točk m odvisno od stopnje integriranega polinoma, da velja n = 2m-1. 
Tako lahko z dvema točkama eksaktno izračunamo integral polinoma tretje stopnje, s tremi 
polinoma pete stopnje itd. 
 





 d  d w  x
b
a




= =         (2.48) 
 
Preglednica 2.1: Uteži iw  in položaji integracijskih točk ix  pri Gaussovi integraciji [1] 
m  i  iw  ix  
1 1 2 0 
2 
1 1 +0.577350 
2 1 -0,577350 
3 
1 8/9 0 
2 5/9 +0,774597 
3 5/9 -0,774597 
 
 
Zaradi splošnosti so uteži in položaji točk podani za integracijsko območje v standardnih 
mejah med -1 in 1. Transformacijo poljubnih mej lahko med drugim dosežemo s prehodom 
v naravni koordinatni sistem z uporabo Jacobijeve determinante, v kateri nastopajo odvodi 
Kartezijevih koordinat po naravnih koordinatah (glej poglavje 2.4). 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ), ,  d  d  d   , , z , , , z , , , z  J d  dy dz
K N
I f x y z x y z f x x y y x y z x y x= =   (2.49) 
 
Gaussova integracija po površini oz. funkciji dveh spremenljivk je analogna Gaussovi 
integraciji po eni spremenljivki, le da upoštevamo dvojno vsoto in dvojne uteži. Razširitev 
v prostor oz. funkcijo treh spremenljivk je trivialna. 
 
( ) ( )
m m1 1
j i i j
1 1
j 1 i 1
,  d  dy w  w  x ,I f x y x f y
− −
= =
=        (2.50) 
 
( ) ( )
m m m1 1 1
k j i i j k
1 1 1
k 1 i 1 i 1
, , z  d  dy dz w  w  w  x , , zI f x y x f y
− − −
= = =
=       (2.51) 
2 Teoretične osnove 
17 
 
Slika 2.4: Lege Gaussovih integracijskih točk za m = 2 v primeru 2D in 3D končnega elementa 
 
Računanje vsote z Gaussovo integracijo je bistveno hitrejše od analitičnega integriranja in 
tudi drugih numeričnih metod integriranja, kot so npr. trapezna ali Simpsonova metoda, saj 
je potrebno manjše število integracijskih točk za enakovredno natančnost rešitve. 
 
 
 Reševanje sistema enačb 
Sistem z n  enačbami, n  neznankami in rangom n  je enolično rešljiv. Zapišemo ga v 
matrični obliki, kot prikazuje enačba (2.53), pri čemer je A matrika koeficientov, b  vektor 
konstant in x  vektor neznank. 
 
0,0 0 0,1 1 0, 1 1 0
1,0 0 1,1 1 1, 1 1 1
1,0 0 1,1 1 1, 1 1, 1 1
   









m m m n m n m
x x x b
x x x b
x x x b
− −
− −
− − − − − − −
+ + + =
+ + + =
+ + + =
   (2.52) 
 
0,0 0,1 0, 1 0 0
1,0 1,1 1, 1 1 1
1,0 1,1 1, 1 1 1
A A A
A A A











− − − − − −
     
     
     = =   
 
   
 
       
  (2.53) 
 
Najpogosteje uporabljeni metodi direktnega reševanja sistema enačb sta Gaussova 
eliminacija s pivotiranjem in UL razcep. Z Gaussovo eliminacijo nad razširjeno matriko 
koeficientov [A|b]  izvajamo elementarne vrstične operacije. Matriko koeficientov A  tako 
pretvorimo v zgornje trikotno matriko U , ki ima pod glavno diagonalo vse vrednosti enake 
0. Rešitev enostavno določimo z obratnim ustavljanjem. 
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 
0,0 0,1 0, 1 0
1,0 1,1 1, 1 1
























0,0 0,1 0, 1 0
1






















      (2.55) 
 
1
A x = b U     x = b         (2.55) 
 
Pri delnem pivotiranju, pred vsakim korakom eliminacije, preverimo ali je i -ti diagonalni 
element absolutno največji v i -tem stolpcu. V kolikor ni, zamenjamo i -to vrstico z vrstico 
pod njo, v kateri je v stolpcu i  absolutno največji element. S tem zmanjšamo vpliv 
zaokrožitvene napake. 
 
Pri večjem številu enačb se čas direktnega reševanja eksponentno veča. Takrat uporabimo 










3 Analiza toplotnega problema 
Na primeru nosilca, ki služi kot hladilno rebro, bomo prikazali reševanje volumskega 
problema ustaljenega prevoda toplote po metodi končnih elementov [1]. Dobljene rezultate 




3.1 Definicija problema 
Rebro dimenzij 0,4 m x 0,2 m x 0,2 m je preko ene izmed ploskev pritrjeno na steno s 
stalno temperaturo sT , kot je prikazano na sliki 3.1. Na vseh ostalih zunanjih stenah rebra 
poteka odvod toplote z naravno konvekcijo. Okoliški zrak ima temperaturo zT  in 
prestopnostni koeficient zh . Znotraj rebra nastopa še volumski ponor toplote Q . Rebro je 
narejeno iz jekla s prevodnostnim koeficientom jk . Zanima nas temperatura po volumnu 
rebra v ustaljenem stanju. 
 
‐ 
s 0 8T C=   
‐ 
z 5 2T C=   
‐ 2Wz m K 10h =  
‐ 3kW m10Q = −  
‐ W m Kj  45k =  
 
 
3.2 Reševanje problema 
Pri uporabi metode končnih elementov moramo obravnavano območje najprej diskretizirati 
na več KE. V naslednjem koraku formiramo matrični sistem enačb za celotni problem. 
Dobljeni sistem enačb rešimo numerično, pri tem pa upoštevamo še robne pogoje in pogoje 
konsistentnega prehoda glede na obravnavani primer. 
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 Mreža KE 
Za prikaz smo uporabili mrežo dveh osem vozliščnih volumskih heksaedričnih KE. 
Vozlišča in KE smo oštevilčili, kot je prikazano na sliki 3.1. Lastnosti uporabljenega KE 
so opisane v poglavju 2.3.1. Za vsak KE uporabimo osem Gaussovih integracijskih točk v 
volumnu in štiri na posamezni površini KE. 
 
Z uporabo interpolacijskih funkcij (glej poglavje 2.3.2) nato interpoliramo geometrijo 
vsakega KE posamezno glede na koordinate posameznega vozlišča, kot prikazuje enačba 
(2.19). Glede na dobljene funkcije geometrije KE, določimo Jacobijevo determinanto za 




Slika 3.1: Mreža KE na obravnavanem problemu [1] 
 
 
 Sistem enačb 
Ko je mreža KE definirana, določimo sistem enačb za vsak posamezen KE posebej. 
Enačba (3.1) prikazuje sistem enačb za KE1, enačba (3.2) pa sistem za KE2. Posamezen 
sistem enačb nato razširimo na vse prostostne stopnje in jih med seboj seštejemo. Sistem 
enačb za celotni problem prikazuje enačba (3.3). 
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(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8
(1) (1) (1) (1)
4,1 4,2 4,3 4,4 4
 
M M M M M M M M
M M M M M M M M
M M M M M M M M
M M M M M
k
(1) (1) (1) (1)
,5 4,6 4,7 4,8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)




M M M M M M M M
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  (3.1) 
 
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
5,5 5,6 1,7 5,8 5,9 5,10 5,11 5,12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
6,5 6,6 2,7 6,8 6,9 6,10 6,11 6,12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
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M M M M M M M M
M M M M M M M M
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(2) (2) (2) (2) (2)
8,8 8,9 8,10 8,11 8,12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
9,5 9,6 9,7 9,8 9,9 9,10 9,11 9,12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
10,5 10,6 10,7 10,8 10,9 10,10 10,11 10,12
(2) (2) (2) (2)
11,5 11,6 11,7 11,8 11,
M M M M M
M M M M M M M M
M M M M M M M M
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 (3.2) 
 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8
(1) (1) (
4.1 4.2 4.3
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
M M M M M M M M
M M M M M M M M
M M M M M M M M
M M M
k
1) (1) (1) (1) (1) (1)
4.4 4.5 4.6 4.7 4.8
(1) (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (2) (2) (2)
5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.5 5.6 5.6 5.7 5.7 5.8 5.8 5.9 5.10 5.11 5.12
(1) (1) (1) (1) (1)
6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.5
0 0 0 0M M M M M
M M M M M M M M M M M M M M M M
M M M M M M
+ + + +
+ (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (2) (2) (2)6.6 6.6 6.7 6.7 6.8 6.8 6.9 6.10 6.11 6.12
(1) (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (2) (2) (2)
7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.5 7.6 7.6 7.7 7.7 7.8 7.8 7.9 7.10 7.11 7.12
8
M M M M M M M M M M
M M M M M M M M M M M M M M M M
M
+ + +
+ + + +
(1) (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (2) (2) (2)
.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.5 8.6 8.6 8.7 8.7 8.8 8.8 8.9 8.10 8.11 8.12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 9.10 9.11 9.12
(2) (2)
10.5 10.6
0 0 0 0
0 0 0 0
M M M M M M M M M M M M M M M
M M M M M M M M
M M
+ + + +
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
10.7 10.8 10.9 10.10 10.11 10.12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
11.5 11.6 11.7 11.8 11.9 11.10 11.11 11.12
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
12.5 12.6 12.7 12.8 12.9 12.10 12.11 12.12
0 0 0 0
0 0 0 0
M M M M M M
M M M M M M M M
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Pri tem posamezen element prevodnostne matrike 
(ke)
IJM  za posamezni KE izračunamo po 
enačbi (3.4) oz. po enačbi (3.5) ob implementaciji Gaussove integracije (glej poglavje 
2.5.1). Posamezen člen F  pa določimo v skladu z enačbo (2.47). 




I J I J I J
1 1 1
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Vrednosti ekvivalentnega vozliščnega izvora/ponora toplote 
(ke)
IQ  iz podane volumsko 








   d  d  , I 1,..,8dJ x yQ Q z
+ + +
− − −










gw w w (     , , )Q Q x yJ z=      (3.7) 
 
Vrednosti ekvivalentnega vozliščnega izvora/ponora toplote 
(ke)
Iq  iz površinskega 
toplotnega toka nq  izračunamo v skladu z enačbo (3.8). Pri čemer je vrednost toplotnega 
toka nq  odvisna od robnih pogojev na prostih površinah in pogojev prehoda na notranjih 
površinah KE (glej poglavje 3.2.3). 
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 Robni pogoji in pogoji konsistentnega prehoda 
Da je rešitev fizikalno korektna, moramo pri izračunu upoštevati tudi pogoje na robu 
opazovanega območja in pogoje na prehodu med posameznimi podobmočji oz. KE. 
 
3.2.3.1 Konvektivni toplotni tok 
Iz definicije problema sledi, da se iz vseh zunanjih prostih površin KE odvaja toplota s 
pomočjo naravne konvekcije zraka. Konvektivni toplotni tok je določen z enačbo (3.9), pri 
čemer je zrakh  prestopnostni koeficient med zrakom in materialom hladilnega rebra: 
 
( )zrak zrakhnq T T= −          (3.9) 
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Prenos toplote zaradi konvekcije poteka na vseh površinah obeh KE z normalo v y in z 
smeri, kot prikazuje slika 3.2 in na površini KE2 z normalo v x smeri, definirano z vozlišči 




Slika 3.2: Proste površine KE z normalo v y in z smeri, izpostavljene prenosu toplote zaradi 
konvekcije [1] 
 
Ekvivalentni vozliščni izvor/ponor toplote moramo, glede na enačbo (3.8), zapisati kot 
vsoto prenosa toplote s konvekcijo iz vseh prostih površin KE. Površin, na katerih 
konvekcija ne poteka, ne preračunavamo. V nadaljevanju je prikazan izračun 
ekvivalentnega vozliščnega toplotnega izvora, kot posledica prenosa toplote s konvekcijo, 
le za prosto površino KE z normalo v pozitivni z smeri. 
 
V enačbi (3.10) za toplotni tok uporabimo definicijo konvektivnega toplotnega toka 
določenega z enačbo (3.9). V tej enačbi nastopa primarna spremenljivka temperatura. 
Njeno vrednost lahko upoštevamo na tri načine: 
‐ Tako, da nepoznano funkcijsko odvisnost temperature zamenjamo z aproksimacijo 
temperature v vozliščih, kot prikazuje enačba (2.20) in nato z Gaussovo metodo 
integriramo interpolacijsko funkcijo. V tem primeru se vpliv na toplotni tok porazdeli 
med vsa štiri vozlišča. V vrstici matrike so tako štirje stolpci neničelni. 
‐ Abaqus v svojih izračunih robnih pogojev na površini ne upošteva funkcijske odvisnosti 
temperature ampak uporabi kar neznane vozliščne vrednosti temperatur. Površino 
razdeli na štiri dele in na vsakem delu upošteva toplotni tok, kot posledico temperature 
v le enem pripadajočem vozlišču. Tako dobimo v matriki le diagonalne elemente 
neničelne (i-ta vrstica in i-ti stolpec). Vrednost pa je enaka vsoti elementov iz zgornje 
alineje. 
‐ Kot neznano temperaturo lahko upoštevamo povprečje vozliščnih temperatur. 
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(a) (b) (c) 
Slika 3.3: Upoštevanje neznane temperature, kot: (a) funkcijska odvisnost, (b) vozliščne vrednosti 
temperatur in (c) povprečno vrednost vozliščnih temperatur 
 
V nadaljevanju bomo upoštevali neznano temperaturo na isti način, kot Abaqus. Ker pa je 
temperatura v vozliščih iskana vrednost, v enačbi (3.10) ločimo znano temperaturo zraka 
zT  od neznane temperature v vozliščih. Pri tem neznani del enačbe pretvorimo v 
prestopnostno matriko 
hM  in vektor primarne neznanke T , znani del pa v vektor toplotnih 
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  (3.10) 
 
Ob implementaciji Gaussove integracije, element prestopnostne matrike in element 
vektorja toplotnih tokov, za prosto površino z normalo v pozitivni z smeri, izračunamo po 
enačbi (3.11) in (3.12). 
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j i I g,i g,jw w ,h       ; I 1,..,8, 1z z
z y jxq zT =+ += ==    (3.12) 
 
 
3.2.3.2 Znana temperatura 
Na površini KE1 določeni z vozlišči (1-2-3-4), ki je v kontaktu s steno, je znana 
temperatura (glej sliko 3.4). Ker sta temperatura in toplotni tok vselej konjugirani veličini 
sledi, da je toplotni tok skozi to površino neznan. To pomeni, da ekvivalentnega 
vozliščnega toplotnega izvora/ponora ne moremo izračunati in je zato v tem vozlišču 
iskana vrednost. 












        (3.13) 
 
Vektor temperature  T  in vektor reakcijskega ekvivalentnega vozliščnega izvora  Tq  
tako definiramo v skladu z enačbo (3.14). 
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        (3.14) 
 
Vrednosti ,iTRq  nam povedo, kakšen mora biti toplotni tok v vozliščih na robu, da bo 
temperatura v njih vedno enaka temperaturi robnega pogoja. 
 
 
3.2.3.3 Pogoji prehoda med KE 
Na prehodu med KE moramo zadostiti pogojem konsistentnega prehoda, da je rešitev 




Slika 3.4: Površine KE z normalo v x in z smeri [1] 
 
Pogoj prehoda za temperaturo je izpolnjen z eno samo neznanko v vozliščih, ki si jih KE 
delita. To so vozlišča 5, 6, 7 in 8 na skupni površini. 
 
(1) (2)
i i i , i=5,6,7,8T T T= =         (3.15) 
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Na skupni površini (5-6-7-8) toplotni tok ni poznan, vendar ga ne računamo, saj velja 
enakost (3.16). Fizikalno ta predstavlja ohranitev toplotnega toka pri prehodu skozi skupno 
površino. Iz tega sledi, da je ekvivalentni vozliščni toplotni izvor enak nič (glej poglavje 
2.3.4.2). 
 
   (1) (2) (1) (2)5 6 7 8 5 6 7 8 0x xq q q q− − − − − −= −  + =       (3.16) 
 
 
 Končni zapis 
Upoštevajoč robne pogoje in volumsko dovedeno toploto lahko sistem enačb za celotni 
problem zapišemo v simbolni matrični obliki, kot prikazuje enačba (3.17). 
 




    M T q=           (3.18) 
 
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8
3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8
4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8
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Dobili smo sistem 12 enačb z 12 neznankami, in sicer 8 neznanih vozliščnih temperatur in 
4 reakcijski ekvivalentni vozliščni toplotni izvori. Rešimo ga po eni izmed metod opisanih 




V nadaljevanju bomo primerjali rezultate dobljene z našim preračunom v Wolfram 
Mathematici in rezultate dobljene s programom Abaqus. 
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 Programiranje problema v Wolfram Mathematici 
Izračun vozliščnih temperatur v stacionarnem stanju smo izvedli po postopku prikazanem 
v poglavju 3.2, rezultati vozliščnih temperatur so prikazani v preglednici 3.1. 
 
Preglednica 3.1: Izračunane vozliščne temperature v stacionarnem stanju pri danem problemu 
iT   C  iT   C  iT   C  
1T  80,0 5T  57,5681 9T  49,815 
2T  80,0 6T  57,5681 10T  49,815 
3T  80,0 7T  57,5681 11T  49,815 
4T  80,0 8T  57,5681 12T  49,815 
 
 
Iz rezultatov vidimo, da so temperature v vozliščih na površini (1-2-3-4) enake temperaturi 
stene, kot določuje robni pogoj na tej površini. Vozlišča, ki ležijo na isti površini z normalo 
v smeri x, imajo enako vozliščno temperaturo. Pravimo, da je temperaturno polje 
simetrično. To je posledica, po velikosti enakih, toplotnih obremenitev na površinah z 
normalo v y in z smeri v pozitivni in negativni smeri. Zato se temperaturno polje spreminja 
le v smeri x koordinatne osi, posledično obstaja tudi konduktivni toplotni tok samo v tej 
smeri. 
 
Toplotni tok v smeri koordinatne osi x za posamezen KE lahko izračunamo po enačbi 
(3.19). Ker je temperaturno polje, z izbiro KE, v posamezni koordinatni smeri linearno 
aproksimirano, lahko namesto T x   uporabimo aproksimacijo prvega odvoda z diferenčno 
shemo. Pri tem upoštevamo razliko temperatur med sosednjima vozliščema z enakima y in 
z koordinatama. keL  pa predstavlja karakteristično dolžino KE v smeri koordinatne osi x, v 
tem primeru je 0,2m keL = . Analogno velja za toplotni tok v smeri koordinatnih osi y in z. 

















= −  −

−
= −  −

        (3.19) 
 
Preglednica 3.2: Toplotni tok skozi posamezen končni element v posamezni koordinatni smeri 
,ke xq  2W m    ,ke yq  2
W
m
    ,ke zq  2
W
m
    
1,ke xq  5047,17 1,ke yq  0,0 1,ke zq  0,0 
2,ke xq  1744,45 2,ke yq  0,0 2,ke zq  0,0 
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Posledica večje spremembe vozliščnih temperatur v KE1 je tudi večji toplotni tok. Ker se 
temperatura v y in z smeri ne spreminja, sta toplotna toka v teh dveh smereh posledično 
enaka 0. 
 
Reakcijski toplotni tokovi v vozliščih, ki se dotikajo stene, zagotavljajo konstantno 
temperaturo in tako omogočajo izpolnjevanje robnega pogoja na tej površini KE1. Njihove 
vrednosti so zbrane v preglednici 3.3. 
 
Preglednica 3.3: Reakcijski toplotni tokovi, kot posledica upoštevanja robnega pogoja na steni 
,iTRq  2W m    
,1TRq  71,4717 
,2TRq  71,4717 
,3TRq  71,4717 
,4TRq  71,4717 
 
 
 Analiza problema v Abaqusu 
Isti problem smo analizirali še v komercialni programski opremi Abaqus, namenjeni 
numeričnim analizam na podlagi metode končnih elementov. 
 
Pri odčitavanju rezultatov moramo biti pozorni, saj je objekt drugače orientiran v prostoru 
in ima drugače številčenje vozlišč, kot smo jih uporabili v lastni kodi. 
 
Programski paket nam ponuja možnost grafičnega in tekstovnega prikaza rezultatov. 
Grafično lahko prikažemo rezultate v obliki izolinij ali vektorsko. Tekstovno pa izpišemo 
vrednosti v vozliščih ali integracijskih točkah KE. V vozliščih lahko prikazujemo vrednosti 
primarne veličine, v integracijskih točkah pa vrednosti sekundarne veličine. 
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Slika 3.6: Tekstovni prikaz temperature v posameznem vozlišču ([°C]) 
 
Iz slike 3.5 in 3.6 opazimo, da se temperatura po površini posameznega KE linearno 
spreminja v smeri z osi. To je posledica izbrane vrste KE in posledično oblike 
interpolacijskih funkcij (glej poglavje 2.3.2). 
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Slika 3.7:: Grafični prikaz toplotnega toka v smeri koordinatne osi z v Abaqusu (HFL3,[W/m2]) 
 
Čeprav iz slike 3.7 opazimo, da je toplotni tok znotraj posameznega KE konstanten, to v 
splošnem ni lastnost heksaedričnih KE (glej poglavje 2.3.1), ampak je zgolj posledica le 




Slika 3.8: Grafični prikaz toplotnega toka v smeri koordinatne osi x v Abaqusu (HFL1,[W/m2]) 
 
Pri opazovanju toplotnega toka v smeri koordinatnih osi x in y (glej sliko 3.8) opazimo, da 
zaradi numerične napake vrednost ni eksaktno enaka 0. Vendar je kljub temu napaka tako 
majhna, da na rezultat ne vpliva. 
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Slika 3.9: Grafični prikaz  reakcijskega toplotnega toka v Abaqusu (RFL11, [W]) 
 





Iz poglavja 3.3 opazimo, da so rezultati preračuna z lastno kodo in programom Abaqus 
identični. Na podlagi tega smo jasno pokazali, da Abaqus, za primer toplotnega problema 
in uporabe osem vozliščnih heksaedričnih KE, uporablja enak postopek izračuna, kot smo 
ga izvedli sami. 
 
Dodatno bi za večjo natančnost morali upoštevati še temperaturno odvisne materialne 
lastnosti, kot je prikazano v preglednici 4.1. 
 
Rezultate preračuna bi lahko še izboljšali z zgostitvijo mreže (večje število KE) in/ali z 
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Slika 3.10: Grafični prikaz temperaturnega polja ob uporabi večjega števila KE ([°C]) 
 
V primeru na sliki 3.10 smo uporabili 1024 KE. Opazimo, da so se vrednosti temperature 
nekoliko zmanjšale. Temperaturno polje je še vedno simetrično, vendar je temperatura na 
robovih nižja, kot na površini. To je fizikalno korektno, saj na robovih poteka odvod 
toplote v dveh smereh. V primeru dveh KE smo bili omejeni z številom neznank (na vsaki 
površini štiri), zato smo tam dobili temperaturno polje med dvema robovoma v x oz. y 
smeri konstantno. 
 
Z večanjem števila KE, iz preglednice 3.4, opazimo, da rešitev v izbrani točki konvergira. 
Vendar se moramo zavedati, da z večanjem št. KE in s tem vozlišč večamo tudi št. neznank 
in posledično eksponentno podaljšujemo čas izračuna. 
 
Preglednica 3.4: Konvergiranje rezultatov z večanjem števila končnih elementov 









Iz slike 3.11 vidimo, da so se vrednosti toplotnih tokov bistveno spremenile. V KE bližjih 
steni s konstantno temperaturo so se ti povečali, in zmanjšali v KE bolj oddaljenih od 
stene. Skupno pa ti še vedno prispevajo k enakim temperaturam. V primeru večjega KE, 
toplotni tok zavzame povprečno vrednost vseh manjših KE, katerih volumen zajema. 
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Slika 3.12: Grafični prikaz toplotnega toka v x smeri (HFL1) ob uporabi večjega števila KE 
([W/m2]) 
 
Ker se sedaj temperature v x in y smer spreminjajo dobimo tudi toplotni tok v teh smereh 
različen od nič, kot prikazuje slika 3.12. Posledično je temperatura najvišja v središču 




4 Dodajanje materiala 
V celoti gledano je dodajanje materiala termomehanski problem, vendar bomo v okviru te 
naloge obravnavali le toplotni del. Smisel numeričnega modeliranje dodajanja materiala je 
v tem, da znamo določiti optimalno pot laserskega snopa pri taljenju materiala, tako da je 
temperaturno polje simetrično. Posledično je ohlajanje enakomerno in ukrivljanje izdelka 
ni prisotno. Poleg tega, če je temperatura spodnje plasti previsoka, se na novo dodana plast 
razleze, kar vpliva na toleranco mer. 
 
Numerično modeliranje dodajanja materiala bomo izvedli z uporabo programa Abaqus. 
Analiza dodajanja materiala zahteva poseben pristop, saj moramo glede na to, ali je bil 
material že dodan oz. pretaljen v posamezni točki, pripadajoči KE aktivirati. V kolikor 
material še ni bil dodan, pa mora biti KE na tistem območju izklopljen in ne sme vplivati 
na temperaturno polje v ostalih vklopljenih KE. 
 
4.1 Teoretične osnove 
Ker gre pri dodajanju materiala za časovno odvisen problem, moramo uporabiti drugačno 
metodo reševanja, kot v primeru stacionarnega prevoda v poglavju 3. V tem poglavju je 
opisano reševanje časovno odvisnega prevoda toplote po metodi končnih elementov. 
 
 Časovno odvisna vodilna enačba 
V primeru časovno odvisnega prevoda toplote moramo upoštevati časovno odvisno 
vodilno enačbo, podano z enačbo (4.1). Ta se od vodilne enačbe za stacionarno stanje 
razlikuje po dodatnem členu, ki popisuje spreminjanje temperaturnega polja po času 
(odvod po času). Vsebuje še dva dodatna snovna podatka gostoto   in specifično toploto 
osnovnega materiala c . Ker pa imamo še dodatno časovno odvisnost, moramo poleg 




T T T T
k k k q c
x x y y z z t

          
+ + + =    
          
     (4.1) 
4 Dodajanje materiala 
35 
 Reševanje časovno odvisnega prevoda toplote 
Z metodo končnih elementov lahko računamo le diskretne vrednosti temperature, zato 
odvod funkcijske odvisnosti po času nadomestimo z diferenčno shemo za prvi odvod. Pri 
tem pa uporabimo razliko temperatur v isti točki v zaporednih časovnih trenutkih k in k+1. 
 





     (4.2) 
 
Enačba končnega elementa za primer 3D prevoda toplote v trdnini, ki izhaja preko šibke 
oblike integralske formulacije iz vodilne enačbe (4.1), sledi: 
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v, I 1,  .., N=
 (4.3) 
 
Z izbiro koeficienta   določamo, v katerem časovnem trenutku bomo izpolnjevali 
diferencialno enačbo. V enačbi končnega elementa uporabimo aproksimacije veličin v 
časovnem trenutku kt + . Pri tem pa je neznana veličina, ki jo računamo, vrednost 
temperature v časovnem trenutku 
1kt +  
 
Diskretne vrednosti temperature, toplotnega toka in volumske generacije toplote v 
časovnem trenutku kt +  v odvisnosti od diskretnih vrednosti za časovna trenutka kt  in 1kt +  
zapišemo v skladu z enačbo linearne aproksimacije (4.4). 
 
( ) ( )( ) ( )i i i 1, , , , , , 1 , , ,k k kT x y z t T x y z t T x y z t  + += − +
( ) ( )( ) ( )i i i 1, , , , , , 1 , , ,k k kq x y z t q x y z t q x y z t  + += − +     (4.4) 
( ) ( )( ) ( )i i i 1, , , , , , 1 , , ,k k kQ x y z t Q x y z t Q x y z t  + += − +  
 
Glede na izbiro vrednosti koeficienta  , ločimo tri najpogosteje uporabljene metode 
reševanja časovno odvisnih problemov: 
‐ eksplicitna metoda, 0 = , 
‐ implicitna metoda, 1 = , 
‐ Crank-Nicolsonova metoda, 0,5 = . 
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4.1.2.1 Eksplicitna metoda 
V primeru eksplicitne metode ali metode diferenčnega koraka naprej ( 0 = ), 
diferencialno enačbo problema izpolnjujemo v območju KE v časovnem trenutku 
kt . To 
pomeni, da iz znanih trenutnih temperatur računamo temperature v naslednjem časovnem 
trenutku. Enačbo končnega elementa, za primer eksplicitne metode, v matrični obliki 
zapišemo z enačbo (4.5). 
 
  ( )  ( )  ( )    ( ) ( ) 1k k k k kK T t t q t t Q t t C T t T t+ =  +  − −    (4.5) 
 
Oz. preurejeno, da so neznane vrednosti na levi strani: 
 
  ( )      ( )  ( )  ( ) 1k k k kC T t C K t T t q t t Q t t+  = −  +  +      (4.6) 
 
Želja pri uporabi eksplicitne metode je direktno reševanje enačb z eno neznanko. Ker se pri 
MKE, kljub temu ne moremo izogniti reševanju sistema enačb, je v nekaterih primerih 
mogoče matriko  C  diagonalizirati. 
 
Eksplicitna metoda je pogojno stabilna metoda, saj je časovni korak t  navzgor omejen z 
velikostjo najmanjšega uporabljenega končnega elementa ter gostoto, prevodnostjo in 
toplotno kapaciteto uporabljenega materiala. V nasprotnem primeru je rešitev nestabilna in 
v nekaterih primerih celo ne konvergira.  
 
 
4.1.2.2 Implicitna metoda 
V primeru implicitne metode ali metode diferenčnega koraka nazaj ( 1 = ), diferencialno 
enačbo problema izpolnjujemo v območju KE v časovnem trenutku 
1kt + .  
 
Enačbo končnega elementa, za primer implicitne metode, v matrični obliki zapišemo z 
enačbo (4.7). 
 
  ( )  ( )  ( )    ( ) ( ) 1 1 1 1k k k k kK T t t q t t Q t t C T t T t+ + + + =  +  − −   (4.7) 
 
Oz. preurejeno, da so neznane vrednosti na levi strani: 
 
    ( )    ( )  ( )  ( ) 1 1 1k k k kC K t T t C T t q t t Q t t+ + + +  = +  +      (4.8) 
 
Dobljeni sistem enačb omogoča izračun vozliščnih temperatur v časovnem trenutku 
1kt + . 
Reševanju sistema enačb se v tem primeru ne moremo izogniti. Glede na naravo problema 
pa ta lahko zahteva tudi iteracijsko reševanje. Ta metoda je brezpogojno stabilna tudi v 
primeru večjih časovnih korakov. Vendar še vedno velja, da pri manjšem časovnem koraku 
dobimo boljši rezultat. 
 
Program Abaqus v standardnem načinu delovanja deluje po principu implicitne metode. 
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4.1.2.3 Crank-Nicolsonova metoda 
Z uporabo Crank-Nicolsonove metode rešujemo diferencialno enačbo v sredini časovnega 
koraka med 
kt  in 1kt + , v časovnem trenutku 0.5kt + . Sistem za celotni sistem enačb je 
zapisan z enačbo (4.9). 
 
    ( )      ( ) 





    
  
k k
k k k k
C K t T t C K t T t
q t q t t Q t Q t t
+
+ +
   +  = −  +   
+ +  + + 
    (4.9) 
 
Ta metoda je brezpogojno stabilna in daje še boljše rezultate od implicitne metode. 
 
 
 Časovni inkrement 
V splošnem lahko pri reševanju časovno odvisnih problemov določamo velikost časovnega 
inkrementa preko največjega in najmanjšega dovoljenega časovnega koraka in največjega 
dovoljenega temperaturnega koraka. 
 
Program najprej glede na začetni korak izračuna vrednosti neznanih temperatur. V kolikor 
je glede na prejšnji časovni korak padec temperature večji od dovoljenega, program drobi 
časovni inkrement, dokler ni ta manjši od dovoljenega. V kolikor bi morali uporabiti 




4.2 Definicija problema 
Dodajanje materiala smo izvedli na primeru stolpca dimenzij 0,01 m x 0,01 m x 0,1 m. 
Material dodajamo v smeri z koordinatne osi s hitrostjo dodajanja 0,1 mm/s. Temperatura z 
laserskim snopom pretaljenega materiala je 1500 ˚C. Odvod toplote poteka skozi mizo 
ogrevano na 50˚C s prestopnostnim koeficientom 100 W/(m2K). Območje smo zamrežili z 
10 osem vozliščnimi heksaedričnimi KE, kot prikazuje slika 4.1. 
 
Uporabili smo temperaturno odvisne materialne lastnosti prikazane v preglednici 4.1. 
Vrednosti pri temperaturah med podanimi intervali se linearno interpolirajo. 
 
Preglednica 4.1: Uporabljene časovno odvisne materialne lastnosti jekla 
 T C   W/m K k    KJ/kg c  3kg/m     
20 45 640 7800 
1500 50 660 7800 
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Slika 4.1: Mreža KE na obravnavanem problemu dodajanja materiala 
 
 
4.3 Numerično modeliranje dodajanja materiala 
Dodajanje materiala modeliramo z vklapljanjem posameznih KE, ko naj bi ti bili osvetljeni 
z laserskim snopom. Takrat se material pretali in sprime s spodnjo plastjo. Vsak dodan KE 
ima začetno temperaturo taljenja in se ob aktivaciji prične ohlajati preko odvoda toplote 
skozi tla. Pri tem pa neaktivirani KE nikakor ne smejo vplivati na temperaturno polje v 
obravnavanem območju. 
 
V programu Abaqus lahko dani problem modeliramo na dva načina, in sicer: z uporabo 
funkcije »model change« preko CAE uporabniškega vmesnika ali pa s programiranjem 
podprograma »user defined field« (USDFLD) v programskem jeziku Fortran. 
 
 
 Funkcija »Model change« 
Do funkcije »model change« lahko dostopamo v uporabniškem vmesniku Abaqusa oz. 
CAE v modulu »Interactions«. Ta funkcija nam omogoča, da v poljubnem časovnem 
trenutku analize spreminjamo numerični model. Spreminjamo lahko geometrijo 
obravnavanega modela »part« ali pa tudi robne pogoje in obremenitve na numeričnem 
model. V našem primeru bomo funkcijo uporabili za dodajanje materiala v plasteh. 
 
Glede na to, v koliko korakih želimo izvesti vklapljanje elementov, ustvarimo zadostno 
število korakov računanja (angl. Steps). Za vsakega posameznega določimo časovno 
trajanje, največji in najmanjši korak časovnega inkrementa ter največjo dovoljeno 
spremembo temperature. 
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Nato pod interakcijami modela (angl. Interactions) v prvem koraku »step-1« s funkcijo 
»model change« izklopimo vse elemente razen prvega, kot prikazuje slika 4.2. To je prva 




Slika 4.2: Izklop posameznih KE s funkcijo »model change« 
 
V naslednjih korakih, od »step-2« do »step-10«, in v ustreznih časovnih intervalih glede na 
podano hitrost dodajanja materiala, preko funkcije »model change« vklapljamo posamezno 




Slika 4.3: Vklop druge plasti KE 
 
Vsem KE predpišemo začetno temperaturo »Predefined field« 1500 ˚C, kar je enako 
temperaturi taljenja jekla z laserskim snopom. 
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 Podprogram USDFLD 
Računsko in časovno manj zahtevno je modeliranje dodajanja materiala s pomočjo 
podprograma USDFLD (»User defined field«) oz. v prevodu: uporabniško določene 
spremenljivke, ki je del programskega okolja Abaqus in omogoča uporabniku programa 
poseganje v računsko okolje programa. Podprograme lahko programiramo v različnih 
programskih jezikih. Za potrebe te zaključne naloge smo uporabili programski jezik 
Fortran. 
 
Z uporabo podprograma USDFLD lahko kontroliramo vklapljanje elementov preko 
snovnih lastnosti. Za razliko od »model change« funkcije, ki neaktiviranih KE ne upošteva 
v preračunu, jih pri tej metodi upoštevamo v matriki. Zato vklopljenim KE predpišemo 
realne snovne lastnosti, izklopljenim pa take, da upoštevanje le teh ne bo imelo vpliva na 
rezultat, in sicer: 
‐ čim manjšo vrednost toplotne prevodnosti k, da KE ne prevajajo toplote in ohranjajo 
začetno toploto taline ter ne vplivajo na sosednje KE, 
‐ dovolj majhno vrednost specifične toplote c, da se omogoči vozliščem v kontaktu z 
aktiviranim KE spreminjanje temperature. V nasprotnem primeru bi ta imela fiksirano 
temperaturo in se ne bi prosto ohlajala. 
 
Materialne lastnosti tako niso več vezane na temperaturo, ampak na »Field« 
spremenljivko, s katero nadziramo snovne lastnosti in posledično vklapljanje posameznih 
KE. Vrednosti »Field(1)« spremenljivke določamo s podprogramom USDFLD. Ta se 
izvede v vsakem časovnem inkrementu za vsak KE posebej, še pred računanjem neznanih 
vrednosti v tistem časovnem koraku. 
 
V podprogramu USDFLD, glede na hitrost dodajanja materiala v z smeri (HITROSTZ), 
določimo višino dodanega materiala (VISINA), v trenutku računanega časovnega koraka 
(TIME(2)), kot prikazuje enačba (4.10). 
 
VISINA=HITROSTZ*TIME(2)       (4.10) 
 
Glede na višino dodanega materiala določimo vrednost »Field(1)« spremenljivke 
posameznega KE v odvisnosti od koordinat vozlišč (ZMIN). V kolikor je KE pod 
navidezno mejo, ki označuje dodan material, je KE aktiviran in predpišemo mu vrednosti 
enake temperaturi v vozliščih. V nasprotnem primeru pa je KE neaktiviran in Field 
spremenljivko postavimo na poljubno vrednost npr. 104. Ta vrednost mora biti zaradi 
izračuna veliko večja od vseh temperatur, ki bodo v numeričnem modelu izračunane. Tako 
nedvoumno določimo razliko med vklopljenimi in izklopljenimi KE, glej izsek iz kode 
podprograma (4.11). 
 
IF ( ZMIN .LE. VISINA ) THEN 
                FIELD(1)=TEMP 
      ELSE          (4.11) 
                FIELD(1)=10000.0 
      ENDIF 
 
Pri ukazu za izračun v »Abaqus command« poleg datoteke, ki vsebuje Fortransko kodo 
podprograma USDFLD, aktiviramo še vhodno datoteko »input file«, ki jo izvozimo iz 
4 Dodajanje materiala 
41 
uporabniškega vmesnika Abaqusa oz. CAE. Ta vsebuje številčenje KE, pripadajoča 
vozlišča in njihovo geometrijo. Poleg tega pa zajema še robne pogoje, obremenitve in 
materialne lastnosti. Materialne lastnosti v vhodni datoteki smo definirali v skladu s 
preglednico 4.2. 
 
Preglednica 4.2: Materialne lastnosti v odvisnosti od uporabniško določene spremenljivke Field(1) 
 Field(1)  /   W/(m ) Kk   J/(k )g Kc  3kg/m     
20 45 640 7800 
1500 50 660 7800 
1501 0.0001 100 7800 
10.000 0.0001 100 7800 
 
 
Spreminjanje vrednosti toplotne prevodnosti k od nove spremenljivke je prikazano na sliki 
4.4. Pri tem je fizikalno uporabno območje med vrednostma spremenljivke 20 in 1500. 
Med 1500 in 1501 se zgodi strm prehod v čim manjšo od nič različno vrednost. Vrednosti 
nič zaradi numeričnega izračuna ne moremo določiti. Podobno storimo še za specifično 
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4.4 Rezultati 
V tem delu bodo prikazani rezultati numeričnih analiz za obe predstavljeni metodi v dveh 
specifičnih časovnih trenutkih: 
‐ ob vklopu druge plasti ob t=100 s in 
‐ ob koncu analize po t=1000 s. 
 
 
 Vklop druge plasti KE 
Ob času t=100 s se vklopi druga plast KE in se prične ohlajati. Do takrat je vklopljen samo 
prvi KE, zato se pričakovano vrednosti temperature na prehodu med plastjo-1 in plastjo-2 
zanemarljivo malo razlikujejo za obe uporabljeni metodi (preglednica 4.3). 
 
Preglednica 4.3: Temperatura na prehodu med plastmi za obe metodi pri času t=100 s 
uporabljena metoda  prehodT C  
USDFLD 1269,28 
Model change 1270,16 
relativna razlika 0,07% 
 
 
Najprej si na slikah 4.5 in 4.6 poglejmo temperaturno polje ob vklopu druge plasti na 
primeru uporabe funkcije »Model change«. 
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Slika 4.5: Temperaturno polje tik pred vklopom druge plasti KE za primer uporabe funkcije 




Slika 4.6: Temperaturno polje tik po vklopu druge plasti KE za primer uporabe funkcije 
 »Model change« (NT11,[˚C]) 
 
Opazimo, da se temperatura vozlišč ob vklopu ne spremeni. Novo dodana vozlišča imajo 
temperaturo tališča 1500 ˚C. Zaradi linearne aproksimacije temperature se ta po KE 
linearno spreminja do temperature na prehodu. To je napaka obeh uporabljenih metod, saj 
bi morala biti temperatura po celotnem dodanem volumnu enaka temperaturi taline. 
Vendar je to zanemarljivo ob uporabi gostejše mreže KE na posamezni plasti, saj je to 
problem le na mejni plasti. 
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Slika 4.8: Temperaturno polje tik po vklopu druge plasti KE za primer uporabe podprograma 
USDFLD (NT11,[˚C]) 
 
Iz slik 4.7 in 4.8 opazimo enak princip vklopa druge plasti kot pri »Model change«, le da 
so sedaj vsi KE prikazani in upoštevani v izračunu v vsakem časovnem inkrementu. 
Vidimo lahko tudi, da se nekaj trenutkov po aktiviranju druge plasti, temperatura prve 
plasti poviša, saj smo z aktivacijo plasti omogočili odvod toplote preko prve plasti na mizo. 
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Slika 4.9: Vrednost »Field« spremenljivke tik pred vklopom druge plasti KE za primer uporabe 
podprograma USDFLD (FV1,[/]) 
 
 
Slika 4.10: Vrednost »Field« spremenljivke tik po vklopu druge plasti KE za primer uporabe 
podprograma USDFLD (FV1,[/]) 
 
S pomočjo prikaza vrednosti FV1 »Field« spremenljivke iz slik 4.9 in 4.10 jasno vidimo 
kateri KE so aktivirani. Neaktivirani KE zavzemajo vrednost 104 in so obarvani rdeče. 
Vklopljeni so obarvani modro in imajo pri času t = 110 s enako vrednost FV1, kot je bila 
vrednost temperature NT11 v prejšnjem časovnem inkrementu t = 100 s (glej sliki 4.7 in 
4.10). To je posledica tega, da se v vsakem časovnem inkrementu najprej izvede 
podprogram USDFLD, ki predpiše vrednosti FV1 enake izračunani temperaturi v 
prejšnjem koraku in šele nato vrednosti FV1 uporabi za izračun neznanih temperatur v 
iskanem časovnem trenutku. 
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Slika 4.11: Vrednost toplotnega toka tik pred vklopom druge plasti KE za primer uporabe 




Slika 4.12: Vrednost toplotnega toka tik po vklopu druge plasti KE za primer uporabe podprograma 
USDFLD (HFL,[W/m2]) 
 
Ker so temperature v izklopljenih KE ne spreminjajo, se v njih ne razvije toplotni tok v 
nobeni smeri. Takoj ob vklopu KE se prične ohlajanje taline in odvod toplote skozi mizo 
(glej sliki 4.11 in 4.12). 
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 Končni rezultati po vklopu zadnje plasti 
Po pretečenem času t=1000 s so dodane že vse plasti in vklopljeni vsi KE. Iz preglednice 
4.4 vidimo, da so rezultati najvišje in najnižje temperature za obe metodi nekoliko 
razlikujejo. Odstopanje sicer ni veliko (1,1% oz. 1.3%) in bi se najverjetneje dalo izboljšati 
s pravo izbiro snovnih lastnosti neaktiviranih KE. Vendar se moramo zavedati, da zaradi 
značilnosti numeričnih izračunov rezultati ne bodo v nobenem primeru identični. 
 
Preglednica 4.4: Maksimalna in minimalna temperatura za obe metodi pri času t=1000 s 
uporabljena metoda  maxT C   minT C  
USDFLD 1229 1088 
Model change 1243 1074 
relativna razlika 1,1% 1,3% 
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Iz rezultatov v poglavju 4.4 smo ugotovili, da lahko dodajanje materiala uspešno izvedemo 
tudi z uporabo podprograma USDFLD. Rezultati obeh metod so primerljivi in bi se jih 
dalo še izboljšati: 
‐ z gostejšo mrežo bi omejili napako mejne plasti (glej poglavje 4.4.1) in izboljšali 
rezultat v splošnem, 
‐ s pravo izbiro snovnih lastnosti bi lahko rezultate dobljene s podprogramom USDFLD 
še bolje približali dobljenim s funkcijo »Model change«. 
 
Glede hitrosti izračuna je v začetni fazi boljša metoda s funkcijo »Model change«, saj 
neaktivirani KE niso upoštevani v izračunu. Vendar je slabost te metode, da je potrebno 
pripraviti zelo veliko število korakov (»Step«) za vsako dodano plast materiala, kar 
upočasni preračun, ker se v programskem okolju Abaqus ob vsakem dodanem KE na novo 
formira sistem enačb. 
 
V primeru dodajanja materiala na industrijskih napravah so debeline dodanih plasti ranga 
nekaj 100 µm. Za vsako posamezno dodano plast pa moramo imeti najmanj eno plast KE 
ali več. Tako bi število KE na realnem primeru lahko naraslo na več sto tisoč. Vklapljanje 
posameznih KE s funkcijo »Model change« tako ni uporabno. Z uporabo podprograma 
USDFLD lahko to storimo z uporabo podprograma, kot smo ga uporabili v tem primeru v 
poglavju 4.3.2. 
 
Zato je za problem dodajanja materiala primernejša metoda z uporabo podprograma 
USDFLD. Podoben princip numeričnega modeliranja bi lahko uporabili tudi za probleme, 





1) Prikazali smo postopke in enačbe potrebne za numerično modeliranje toplotnih 
problemov. 
2) Izdelali smo program v programu Wolfram Mathematica, ki reši toplotni problem na 
primeru hladilnega rebra v stacionarnem stanju.  
3) S programom iz prejšnje točke smo pokazali postopek numeričnega modeliranja 
toplotnih problemov, ki se uporablja znotraj programskega okolja Abaqus. 
4) Pokazali smo delovanje funkcije »Model change« in podprograma USDFLD pri 
numeričnem modeliranju v programu Abaqus. 
5) Izdelali smo podprogram USDFLD in ga uporabili na problemu dodajanja materiala. 
 
S to zaključno nalogo smo pokazali, da se numerično modeliranje dodajanja materiala da 
učinkovito izpeljati s podprogramom USDFLD. Rezultati te metode, pa se bistveno ne 
razlikujejo od tistih, dobljenih z uporabljeno namensko funkcijo »Model change«. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
V nadaljevanju bi rezultate numerične analize dodajanja materiala primerjali z 
eksperimentalno izmerjeno temperaturo na napravi za selektivno lasersko pretaljevanje 
kovin. Tako bi ovrednotili dobljene rezultate in optimizirali numerični model, da bi odražal 
realno stanje. Dodatno bi v analizi upoštevali še deformiranje oblike izdelka in notranje 
napetosti v materialu. Končno bi lahko dobljeni numerični model uporabili za optimizacijo 
procesa na realnem industrijskem problemu. Pri tem pa bi numerično modelirali še 
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